
·基础理论与方法·

指数模型拟合法在乙型肝炎疫苗接种后

抗体持久性预测中的应用

罗凤基 董春明 沈永刚 黄长江

【摘要】 目的 探讨乙型肝炎疫苗接种后抗体水平的指数模型拟合方法。方法 利用国产重组

（酵母）乙型肝炎疫苗（!"#）接种后$年的观察数据拟合指数模型，用第%年的观察数据对模型的预

测值进行验证。结果 根据国产!"#接种$年后的数据所拟合的指数模型为：!"&’($)(*+,-
（./)/’0#）；决 定 系 数$1 为/)0%；到 第%年 时，实 际 测 定 值 为2$345／36，模 型 预 测 的 结 果 为

1*345／36，比实际值低%345／36。接种’1年时，其预测的平均抗体水平为’/)*7345／36，仍维持

在’/345／36的保护性水平以上。结论 在疫苗接种后，对符合指数线性趋势的抗体数据可拟合指

数模型，利用该模型在一定的时间范围内可预测抗体水平持久性。实例拟合的结果表明，由于在第%
年时，模型预测值低于实际测定值，因此，模型预测的结果具有可靠性。
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在疫苗的免疫持久性研究中，常需用数年随访

的实测数据拟合出一个最适模型，以概括全部实测

数据的信息，并预测在随访时间以外的抗体水平及

其变化趋势。本文介绍的是如何根据实测数据用最

小二 乘 法 拟 合 出 最 适 的 疫 苗 免 疫 持 久 性 的 指 数

模型。
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基本原理

’)确定模型的曲线类型［’，1］：用实测数据在普

通坐标纸上绘制散点图以观察实测曲线是否符合指

数曲线的类型。在疫苗免疫持久性研究中，常用的

曲线是指数曲线。指数曲线方程的一般形式为!"&
GS:T+,-（H#），自变量# 按等差级数变化时，"
按等比级数变化。

指数曲线的基本示意图形见图’。在图’中，曲

线的位置、方向及曲率的大小分别由其方程中的常

数项G、参数:和H的正负和大小来确定。实际应
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用时可根据实测数据所绘制的图形确定所要拟合的

曲线方程。

图! 指数曲线!"!#"$#$%&（%&）

’(曲线直线化：将实测数据在半对数坐标纸（指

数曲线）上再次绘制散点图。若散点已呈直线趋势，

可直接对应变量"取对数后求其方程；若散点不呈

直线趋势时，可对&或"加减不同的#值后反复尝

试，直到散点呈直线趋势为止，所得#值即为所拟

曲线方程的常数项#。#值也可以通过公式#!
（")#"’*"+’）／（")""’*’"+）来估计，式中

")、"’为散点图上所取的两个相距较远而距线性

趋势较近的观察点&)和&’所对应的" 值。"+
为&+!（&)"&’）／’时所对应的"值。

+(求方程：

（)）对自变量&及应变量" 或（"*#）分别或

单独取自然对数。

（’）求自变量&的离均差平方和,%%、应变量"
的离均差平方和,--及两变量的离均差积和,%-。

,%%和,--也可用计算器直接求出相应的方差后再乘

以相应的样本例数减)来求得，即,%%!.%’（’(*
)）。式中.%’、’( 分别为自变量& 的方差和样本例

数，,--的求法亦然。

（+）在求得上述指标后，即可带入式%!,%-／,%%
算得参数%，再将%带入式"!$"%&即可求出参

数$的值。

（/）将#、$、%分别带入所求曲线方程的自然对

数形式：

,0（!"*#）!,0$"%&
（1）将上式还原为指数曲线方程!"!#"$#

$%&（%&）

（2）拟合优度分析：计算确定系数)’，)’的取

值范围在3!)之间；)’越接近)时，表明曲线的拟

合效果越好［+］。

)’!)*!（"**!"*）’／!（"**""*）’

实例分析

现以国产重组（酵母）乙型肝炎疫苗（456）接

种后1年（)77/!)777年）的观察数据拟合其指数

模型，并用第8年的实测数据与模型的预测值进行

比较。表)为456接种后1年乙肝表面抗体的平

均滴度和指数曲线的拟合过程。

拟合过程：

)(曲线直线化：按实测数据在普通坐标纸上绘

制散点图后，曲线基本符合指数曲线的类型；将实测

数据在半对数坐标纸（指数曲线）上再次绘制散点

图；散点已呈直线趋势，因此可直接对应变量" 取

对数后求其方程。

’(对应变量"单独取自然对数，见表)第/栏。

+(求自变量&的离均差平方和,%%、应变量"
的离均差平方和,--及两变量的离均差积和,%-，见

表)第1、2、9栏合计。

"&!!&*／’&*!)8)／2!+3()9，""!!"*／’+*!23/／2!
)33(29

,0""!!,0"*／’+*!’9(’’／2!/(1/

,%%!!&*’*（!&*）’／’&*!97’)*（)8)）’／2!’/23(8+
同理得,--!3(7’

表! 接种国产456后1年的平均抗体滴度及曲线拟合的计算过程

观察时间（月） 观察人数 平均抗体滴度# ,0"* &*（,0"*） &*’ （,0"*）’ 模型测算值 残方差

&* ,* "* !"* （!"**"*）’

（)） （’） （+） （/）!,0（+） （1）!（)）#（/） （2）!（)）’ （9）!（/）’ （8） （7）

) +/ )23 1(38 1(38 ) ’1(8) )2’(3 /(33
)’ +/ )/+ /(72 17(1’ )// ’/(23 )+’(3 )’)(33
’/ +/ 78 /(17 ))3()2 192 ’)(39 )31(3 /7(33
+2 +/ 8+ /(/) )18(92 )’72 )7(/1 8+(2 3(+2
/8 +/ 29 /(’) ’3’(38 ’+3/ )9(9’ 22(2 3()2
23 +/ 1+ +(79 ’+8(’3 +233 )1(92 1+(3 3(33

合计)8) * 23/ ’9(’’ 99+(83 97’) )’/(/) * )9/(1’

#:;<／:=
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!"#$!!"（!%#"）&［!!"!（!%#"）］／%$’’()*&
（+*+,-’)--）／.$&/’)(/

/)在求得上述指标后，即可带入式$$!"#／!""
算得参数$$&/’)(/／-/.0)*($&0)0+1；再将$
带入式!%%#$&2$!即可求出参数&值为3)++。

3)将&、$分别带入所求指数曲线方程的自然

对数形式：

!%%#$!%&2$! !%&$!%3)++$+.3).’

.)将上式还 原 为 指 数 曲 线 方 程%#$&,4"5
（$!），则得指数方程为：

%#$+.3).’4"5（&0)0+1!）

由该方程求得表+中第*栏的模型预测值，与第(
栏的实测值相比十分接近。

’)拟合优度分析：计算确定系数’-，’-越接近

+，则曲线拟合的效果越好，’-的计算公式如下：

’-$+&!（#"&%#"）-／!##
本例中：!#"-$.1*/0；!（#"&"#"）-$+’/)3-，见

表+第（1）栏。

!##$!#"-&（!#"）-／("$.1*/0&（.0/）-／.

$10(’)((
则决定系数’-$+&+’/)3-／10(’)(($0)1*。通过

残差分析计算，决定系数’-为0)1*，非常接近于+，

表明方程拟合非常理想。

*)预测结果的可靠性分析：为检验模型预测值

的可靠性，-00-年也就是在上述研究完成后的第(
年，我们又按照原试验的设计要求，对前3年的(/
名试验对象再次进行了血清学追访。在(/名被研

究者中，失访*人，其余-.人的乙肝表面抗体血清

学的检测结果表明，平均抗体滴度为(3678／69，而

模型 预 测 的 结 果 为-’678／69，仅 比 实 际 值 低

*678／69。表明模型预测的结果在疫苗接种*年

后仍较准确。

讨 论

+)本文介绍的指数曲线的拟合方法是最小二乘

法，其基本条件为实测数据经对数、倒数或平方根转

化后使曲线方程直线化。直线化的效果越好则模型

拟合的效果也越理想。

-)对于难于直线化的曲线模型，其拟合的方法

比较复杂，可根据曲线的类型选取最适的模型，采用

牛顿迭代法在计算机上完成。

()在对加强免疫后的疫苗持久性进行模型拟合

时，其拟合用的数据应从加强免疫后开始。

/)所拟合的模型曲线是!轴的一条渐近线，当

!的取值为无穷大时，所对应的# 值趋于0，但永

远不等于0。因此，应用时可根据实际情况确定所

需的阶段范围。

3)所拟合的模型可用于观察疫苗持久性的发展

趋势和预测随访时间以外抗体水平。但其结果仅可

作为预测值或理论值，在实际应用时还需参考其他

资料。

.)任何预测方法都有局限性，一般说来，预测的

时间越长，结果的可靠性越差，这是很正常的。因

此，在判定预测结果的可靠性时，除了要考虑模型的

误差外，还应考虑预测时间的长短。
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