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交互作用的统计推断

耿直 胡永华

假若因果推断关心的是仅仅一个风险因素对响应的因

果作用的话，那么通过随机化试验或者通过控制混杂因素来

消除混杂偏倚，就可以得到平均因果作用［!］。如果因果推断

包含两个或多个风险因素的话，除了每个因素的平均因果作

用之外，还存在着多个风险因素之间相互的交互作用。如果

研究因果意义上的交互作用，那么，同样需要进行随机化试

验，或者控制混杂因素消除混杂偏倚。交互作用分析可以看

作是多风险因素的因果推断。

在流行病学研究中，“交互作用”是关于多风险因素分析

的常用术语，但是，它被用于表示各种不同的概念。

"#$%&’(，)*++(,’(-［.］描述了/种交互作用：统计交互作用，
生物交互作用和公共卫生交互作用。各种交互作用的概念

可以大致分为两大类：一类是关于多风险因素的统计模型和

参数的定量概念，称为统计交互作用；另一类是关于多风险

因素在生物机理上的定性概念，称为生物交互作用。统计交

互是指暴露单个风险因素作用的总和或乘积是否等于同时

暴露两个或多个风险因素的作用。生物交互是指对单独一

个个体，当个体暴露每个单个风险因素都不会患病，仅当同

时暴露两个或多个风险因素时才患病。在实际研究中，人们

常常将两者混淆，在分析中采用统计交互方法，而将结果解

释为生物交互现象。

在流行病学研究中普遍采用加法交互模型和乘法交互

模型。但是，这些交互模型都是研究统计意义上的交互作

用，而不是生物意义上的交互作用概念。另外，统计交互作

用本身的概念也非常含糊，当使用统计意义上的“交互作用”

一词时，必须同时说明所使用的尺度和所使用的关联测度，

否则将无法评价其交互作用。

01+$$1(+(［/］讨论了生物交互作用的概念，2’**#3%，

4#*5+($［6］和2’**#3%［7］探讨了生物交互作用的最大熵估计方
法。"#$%&’(，)*++(,’(-［.］定义了各种生物交互作用。关于
生物交互作用的分析比因果推断更复杂。进行交互作用分

析时，除了消除混杂偏倚之外，还需要其他的假定，这些假定

不能根据观测得到的数据进行假设检验，需要试验和观察以

外的专家知识。

本文主要讨论关于统计交互的概念，生物交互的概念，

解释流行病学研究中常用的模型不能有效地确定是否存在

基金项目：国家自然科学基金资助项目（/88/9!:9）；国家杰出青

年基金资助项目（!8;.7!9/）

作者单位：!999;!北京大学数学科学学院概率统计系（耿直）；

北京大学公共卫生学院流行病与卫生统计学系（胡永华）

生物交互作用，并提出生物交互作用的分析方法。

一、统计交互作用

一些常见的统计交互作用的分析方法通过对无混杂偏

倚的单因素因果作用和多因素因果作用进行比较，或建立模

型来判断交互作用是否存在。首先介绍采用加法交互模型

和乘法交互模型来确定是否存在交互作用。设!和"分别
为两个二值的风险因素，取值9和!，分别表示未暴露与暴
露；设#表示二值响应变量，取值9和!，分别表示未患病和
患病，令$%&<$（#<!!!<%，"<&）表示暴露状态为：!<%
且"<&的子总体中的患病率（表!）。

表! 暴露两个风险因素的患病率

"<9 "<!
!<9 $99 $9!
!<! $!9 $!!

加法交互作用和乘法交互作用是根据下面/个等式是
否成立来定义的：

$!!=$99<（$!9=$99）>（$9!=$!!） （!）

$!!
$99
<
$!9
$99
·$9!
$99

（.）

（!=$!!）
（!=$99）

<
（!=$!9）
（!=$99）

·
（!=$9!）
（!=$99）

（/）

如果等式（!）成立，称无加法交互作用，如果等式（.）成立，称
无乘法交互作用，有时也根据等式（/）成立来确定无乘法交
互作用，乘法交互模型可以看为对数尺度上的加法交互模

型。当!和"都有作用时，即$!9"$99且$9!"$99时，等式
（!）和等式（.）不可能同时成立，也就是说：无加法交互作用
的话，一定有乘法交互作用；而无乘法交互作用的话，一定有

加法交互作用。等式（.）还可以改写成：

$!!
$9!
<
$!9
$99

该式可以解释为："<!层上! 对# 的相对风险等于"<9
层上!对#的相对风险，也称为相对风险是均一的。有时
加法交互模型和乘法交互模型采用其他关联测度（如：优势

比），那么，用不同关联测度定义的交互作用的概念也不相

同。"#$%&’(，)*++(,’(-［.］强调在使用“交互作用”这个术语
时，应该同时指出所使用的尺度和关联测度。

下面介绍根据统计模型中的交互参数进行统计推断来

确定是否存在交互作用的方法。例如：令’!和’.是两个
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风险因素，!是响应变量，建立回归模型：

!!!"#!$"$#!%"%#!&"$"% （’）

当参数!&!"时，表示存在"$和"%对!的交互作用，!&描
述模型意义上"$和"%的乘积对预测!的作用。
最后，简单介绍通过假设检验来确定是否存在交互作用

的方法，对各个单个风险因素的暴露作用进行假设检验都不

显著，而对两个风险因素的同时作用进行检验显著，那么，确

定有交互作用存在。这种假设检验方法相当于加法交互模

型。

二、生物交互作用

我们强调生物交互作用的重要性，指出它与统计交互作

用的差别，通常的统计交互作用的分析方法不能简单地用于

推断生物交互作用。首先介绍生物交互作用的概念；然后，

解释统计交互作用的分析方法不能简单得出生物交互作用

的结论，最后，介绍生物交互作用的统计推断方法。

$(生物交互作用的概念：令# 和$是两个二值暴露因
素，取值"和$，分别表示未暴露与暴露。令!%&是一个虚拟
的二值响应变量，表示个体在暴露状态为#!%且$!&时的
响应，取值为"和$，分别表示未患病和患病。注意：对一个
个体通常!""，!"$，!$"，!$$中只有一个是可以观察到的。
当暴露状态为#!"且$!"时，仅!""可以观察到，其他是
观察不到的。例如：当一个个体，既不抽烟也不喝酒时，仅能

观察到该个体在不抽烟且不喝酒状态下的是否患病，而不可

能观察到该个体在抽烟且喝酒状态下是否患病的响应。所

以，我们称!%&为虚拟的响应。令"%&!’（!%&!$）表示总体中
所有个体都暴露#!%且$!&状态下，患病个体的比率。对
总体中每个个体，其可能的暴露状态有’种，在每种状态下
分别有相应的响应结果：!""，!"$，!$"，!$$。这里实际上假
定了一个体的响应由个体本身及暴露状态确定。进一步假

定各暴露组（#!%，$!&）的响应!的分布等于虚拟响应!%&
的分布，即"%&!’%&。最后一个假定相当于随机化试验，或者
是控制了充分的混杂因素，使得不同暴露组是可交换的。例

如：控制了足够的混杂因素后，假若整个总体中每个个体都

不吸烟且不喝酒的话，患病的比率与非吸烟且非喝酒组的患

病比率一致。可以将总体中所有个体分为%’!$)种类型的
子总体（表%）。
我们对表%中某些子总体做一些说明。例如：（!""，

!$"，!"$，!$$）!（"，"，$，"）表示：只有当该个体单独暴露$
时才患病，单独暴露#，或同时暴露#和$时不患病。对这
样的人群，我们称#和$之间存在对抗作用，更确切地说，#
因素对*因素有克制作用。（"，"，"，$）表示：只有当个体同
时暴露#和$时才患病，单独暴露#，或者单独暴露$时都
不患病。对这样的人群，我们称#和$两因素之间存在生
物意义上的协同作用，也称#和$对响应有交互作用。从
表%中可以看到多种多样的交互作用，我们统称这样的交互
作用为生物意义上的交互作用。我们用每个子总体在整个

总体中所占的比率来度量各种交互作用的大小。例如：属于

子总体（"，"，"，$）的个体的数量在整个总体所占的比率
为#和$对响应的生物协同作用。数据分析的目的是对这

表! 根据虚拟响应将总体分为$)类子总体

类
型 !""!$"!"$!$$ 子总体性质

$ " " " " #和$都无作用的个体（总不患病）

% " " " $ #和$共同作用导致患病（协同致病作用）

& " " $ " #克制$的致病作用

’ " " $ $ #无作用，$为致病因素

+ " $ " " $克制#的致病作用

) " $ " $ #为致病因素，$无作用

, " $ $ " #和$皆为致病因素，但相互克制致病作用

- " $ $ $ #和$皆为致病因素

. $ " " " #和$皆为预防因素

$" $ " " $ #
和$单独地为预防因素，但存有相互
克制作用

$$ $ " $ " #为预防因素，$无作用

$% $ " $ $ #为预防因素，$克制#的作用

$& $ $ " " $为预防因素，#无作用

$’ $ $ " $ $为预防因素，#克制$的作用

$+ $ $ $ " #和$共同作用预防患病（协同预防作用）

$) $ $ $ $ #和$都无作用（总是患病）

些生物交互作用进行统计推断。比如，估计# 和$的生物
协同作用的大小。根据通常的观察研究所获得的数据，对表

%中给出的各类子总体所占比率进行统计推断是一个非常困
难的问题，在一些特殊的情况下，才可以简单地进行统计推

断。第一种情况，假若总体的每个个体可以分别暴露所有’
种状态，并假定暴露的响应结果不受暴露状态的先后顺序影

响，那么，通过样本中每个个体分别暴露’种状态的结果，可
以容易地对表%中给出的各类子总体所占比率进行统计推
断。第二种情况，假若总体是由具有相同虚拟响应的’人组
组成，比如说同胞同卵四兄弟组。分配’人组中每一个人暴
露不同的状态，可以得到所有’种虚拟的响应结果，那么，很
容易进行生物交互作用的统计推断。/012345，67885945:［%］

将$类，’类，)类，$$类，$&类和$)类，这)类归为无任何
生物交互作用的子总体，而将其余$"类归为存在某种生物
交互作用的子总体。他们得出了下面的结论：当等式（%）不
成立时，一定存在着某种生物交互作用；但是，存在某种生物

交互作用时，可能等式（%）仍成立；当下面不等式成立时：

’$$;’"""（’$";’""）#（’"$;’""）

第%类子总体一定非空，也就是说一定存在协同致病作用；
当下面不等式成立时：

’$$;’""#（’$";’""）#（’"$;’""）

第$+类子总体一定非空，也就是说一定存在协同预防作用。
下面介绍#和$都是危险因素情况下的生物交互作用

的统计推断方法。所谓危险因素意味着：假若个体不暴露该

因素就患病的话，暴露该因素一定也患病；不存在某个个体，

暴露时不患病，没暴露时反而患病。用虚拟响应变量表示
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为：!!!!!"!!!""，并且!!!!!!"!!""。在某些流行病学
研究中，可以假定两个因素都是危险因素。这时表#中一些
类的子总体就不可能出现，"$类子总体化减为表%中的$类
子总体。表%中的!&"（!!"!"!）&#（!!"!"!&"）&#
（!!"&"，!"!&"）表示总体中!!"和!"!都为"的个体在总
体中所占的比率。假若没有混杂偏倚，比如，随机化试验或

控制了充分的混杂因素的情况下，我们有"$%&#$%，即总体中
所有个体都暴露&&$且’&%时患病个体的概率#（!$%&"）
等于暴露组&&$且’&%中患病个体的概率#（!$%&""&&
$，’&%），这时"$%的估计可以用#$%的估计来代替。但是，!
是不可估计的，即使在随机化试验中，我们只能观测到同一

个体在一种暴露状态下的响应结果，而得不到!的估计。因
此，表%的概率公式中包含!的子总体在总体中所占比率也
是不可估计的，即#（&），#（’），#（(），#（#）都是不可估计
的，这里#（&）表示&类子总体在总体中所占的比率，其他
类似定义。(类子总体由&和’对响应的有协同作用的个
体组成，与’()*+,-，./00-1,-2［#］不同，我们这里不将#类子
总体归为具有交互作用的子总体，因为#类表示& 和’都
是致病因素，既没有相互协同作用，也没有相互对抗作用。

生物交互作用分析的主要目标是估计协同作用子总体在总

体中所占的比率，即估计#（(）。例如：研究基因与环境的交
互作用，其目的是估计仅当具有某个基因，同时暴露某种危

险因素才患病的个体在总体中占多少比率。在肝癌病因研

究中，肝炎与黄曲霉素是否具有导致肝癌的交互作用？其交

互作用的大小是多少？从致病机理上，应该研究是否存在某

些个体，他们仅当患过肝炎，且又暴露过黄曲霉素时，才发展

为肝癌；而他们仅患肝炎，或仅暴露黄曲霉素都不会导致肝

癌。这类个体在总体中所占的比率作为交互作用的度量，如

果这个生物交互作用非常大的话，意味着对肝炎患者避免暴

露黄曲霉素是一种重要的预防肝癌的手段。如果通过某种

方法可以确定某一个肝炎患者是否属于协同作用那一类子

总体的话，就可以有效地预防肝癌。

表! 两个危险因素可能形成的$类子总体

子总体（!!!，!"!，!!"，!""） 示性函数 概率

# （!，!，!，!） "3!"" "3"""
& （!，"，!，"） !"!3!!"!"! ""!3!
’ （!，!，"，"） !!"3!!"!"! "!"3!
( （!，!，!，"） !""3!"!3!!"4!!"!"!"""3""!3"!"4!
# （!，"，"，"） !!"!"!3!!! !3"!!
$ （"，"，"，"） !!! "!!

#5生物交互和统计交互的推断差异：在流行病学研究中
常采用加法交互模型确定交互作用是否存在。我们举例说

明这种模型意义上的交互与生物意义上的交互的差别。假

定两种危险因素&和’的作用为：如果所有的人两种因素
都不暴露的话，则都不患病；总体中6!7的人只要暴露于&
和’中一种因素则患病，即#（#）&!56；另外6!7的人必须
同时暴露于&和’两种因素才患病，即#（(）&!56；其他8

类子总体为空。这表明&和’两种因素对6!7的人具有生
物意义上的协同交互作用。假设对两种危险因素进行随机

化试验，当人数足够多时，可近似得到&&!且’&!的暴露
组的患病率为!，&&"且’&!的暴露组的患病率为6!7，

&&!且’&"的暴露组的患病率也为6!7，&&"且’&"
的暴露组的患病率为"!!7。根据加法模型可验证#""3
#!!&（#"!3#!!）4（#!"3#!!），因此，不存在加法交互作

用。由此可见，无加法交互作用不能确定无生物交互作用。

我们再给出另一个例子，说明不存在生物意义上的交互

作用时，可能会表现出统计意义上的加法交互作用。假定总

体中所有的人两种因素都不暴露的话，则都不患病；总体中，

8!7的人暴露任何因素都不会患病；#!7的人只要暴露因素

&就患病，即#（&）&!5#；另外#!7的人只要暴露因素’就
患病，即#（’）&!5#；剩下#!7的人暴露因素&和’中任一
种因素则患病，即#（#）&!5#。这时没有生物意义上的协同
交互作用，即#（(）&!，也就是说不存在必须同时暴露两种
因素才患病的人；也不存在暴露一种因素则患病，但同时暴

露另一因素则不患病的人。假若能采用8组随机化试验，那
么，将得到&&!且’&!的暴露组的患病率为!，&&"且

’&!的暴露组的患病率为8!7，&&!且’&"的暴露组的
患病率也为8!7，&&"且’&"的暴露组的患病率为$!7。
根据加法模型：#""3#!!&!)$#（#"!3#!!）4（#!"3
#!!）&!59，因此，存在统计意义上的对抗交互作用，但是，两

种因素&和’并不具有生物意义上的交互作用。

:;0));-0-［%］证明了下面不等式成立时：

<""3<!!$（<"!3<!!）4（<!"3<!!） （6）

即存在加法交互作用时，一定存在生物协同交互作用，即

#（(）$!；但是，存在生物协同交互作用时，不等式（6）不一
定成立，同样可以证明：当下面不等式成立时：

#""3#!!#（#"!3#!!）4（#!"3#!!）

一定有#*（#）$!。
类似地可以举例说明乘法交互模型也不能确定生物意

义上的交互作用。与加法交互模型不同，即使存在乘法交互

作用，即下面不等式成立时：

#""
#!!$

#"!
#!!
·
#!"
#!!

也不能判断一定存在生物协同交互作用。线性模型中的交

互参数实际上表示加法交互作用，而对数线性模型中的交互

参数实际上表示乘法交互作用，可以举例说明统计模型中的

交互参数也不能确定生物意义上的交互作用。

现在，我们讨论假设检验的方法不能用于确定生物协同

交互作用。假定对两种因素&和’进行随机化试验，将对
象随机分为8个大小相等的组：&&!且’&!组，&&"且

’&!组，&&!且’&"组，&&"且’&"组。我们考虑两
种假设检验的方法：第一种按某个因素暴露与否分组，如果
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暴露!和不暴露!的患病率相等，即"（#!"!!!"）!"
（#!"!!!#）；且暴露$和不暴露$的患病率也相等，即"
（#!"!$!"）!"（#!"!$!#）；可以证明：这时!和$都
不暴露的患病率一定等于! 和$ 都暴露的患病率，即"
（#!"!!!#，$!#）!"（#!"!!!"，$!"）。因此，这种
假设检验方法不能用于确定协同交互作用。第二种按单独

一个因素暴露与否分组，在不暴露$情况下单独暴露! 和
不暴露!的患病率相等，即"（#!"!!!"，$!#）!"（#!
"!!!#，$!#）；在不暴露!情况下单独暴露$和不暴露$
的患病率也相等，即"（#!"!!!#，$!"）!"（#!"!!!
#，$!#）；假若同时!和$都不暴露的患病率与同时!和$
都暴露的患病率不相等，即"（#!"!!!#，$!#）""（#!
"!!!"，$!"），那么，可以得到：

"""$"###（""#$"##）%（"#"$"##） （&）

因此，存在生物协同交互作用，即"（%）##。但是，不等式
（&）不成立时，不能确定无生物协同交互作用。

’(生物交互作用的上下界估计：)*+,,*-+-［’］提出的生物
交互作用的上下界估计方法，在暴露因素都是危险因素的情

况下，患病概率应有如下关系：!##$!"#$!""，!##$!#"$!""。
在总体中&类子总体所占的比率之和为"，所以，!，$，%和

"类中每一类子总体在总体中所占比率一定在#和"之间，
即：

#$"（!）!!"#$"$"， #$"（$）!!#"$"$"，

#$"（%）!!""$!"#$!#"%"$"，#$"（"）!

"$!##$"。

根据上式可以得到：./0（!##，!#"%!"#$!""）$"$.*-（!#"，

!"#）。由此，我们可以得到"&（%）的上下界为：

./0（!""%!##$!"#$!#"，#）$1（2）$.*-（!""$!#"，

!""$!"#）。

当!#"和!"#中某一个接近!##或!""时，"（%）的区间缩短。特
别是当!#"或!"#中有一个等于!##或!""时，"（%）的上下界相
等，因此，区间缩短到一个点，如果!#"和!"#都位于!##与!""
的中间部位时，"（%）的区间可能会很宽。

3(生物交互作用的最大熵估计：由以上的讨论可知，各
个不可估计的概率之间相互依赖，知道了一个便是知道了其

他。而"正好是它们之间的联系纽带。4/55678，965:+-,
［3］

提出生物交互作用的最大熵估计，即是寻找"值在各个概率

"（&）满足观测的约束条件下，使熵函数$%";6<"达到最
大。图"列出了这些约束条件。无约束条件下的最大熵估
计的分布即是均匀分布，而在限制条件下的最大熵估计可以

看作在限制条件下的最均匀分布。二维列联表情形下的最

大熵估计即是认为在两个因素相互独立的条件下的最大似

然估计。

"（%） "（$） !""$!"#
"（!） "（"） !"#$!##
!""$!#" !#"$!## !""$!##

图! 各类概率的边缘约束条件

由熵函数最大可以得到：

’"(!##)
（!#"*!##）（!"#*!##）

!""*!##

反解出的最大熵估计有如下的乘积形式：

’"（%）’"（$）
’"（!）’"（"〔 〕）!

"
!""$!##

!""$!"#
!"#$!
〔 〕

##

（!""$!#"!#"$!##）

=(生物交互作用的贝叶斯估计：我们提出生物交互作用
的贝叶斯方法。假若专家对各类概率具有先验概率，比如"
（%）具有9+,/先验分布，参数为#和$。可以类似地讨论"
（!）、"（$）或"（"）有先验分布的情况。可以采用 )>)>
（./5:6?78/*-.6-,+7/5;6）计算"（%）的后验分布。
在给定的先验分布情形下，已知观测数据+，参数%的

后验分布密度为：

"（#!+）! ,（#）-（+!#）
&,（#）-（+!#）.#

其中%!［"（$），"（!），"（$），"（%），"（"），"（%）］，,（#）
为"（%）的先验分布，-（+!#）为似然函数。"（%）的后验分
布可由上式计算边缘分布得到，可以使用统计软件来计算。
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